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1一、中文摘要
本文最主要的目的就是利用算術平均數與
幾何平均數之比率來提供四個樞紐量（pivotal 
quantity）在Weibull分配下的雙型Ⅱ設限樣本對
其分配之形狀參數（shape parameter）做假設檢
定和建立其信賴區間，並與 Gumbel（1958）或
Smith和 Bain（1975）所利用最小平方法（least 
square method）提出的樞紐量來比較其優劣。
最後，我們也給幾個例子和做一些蒙地卡羅
模擬來評估這四個樞紐量及最小平方法提出的
樞紐量在給定信賴水準下，對形狀參數所建立的
信賴區間，那一個信賴區間的平均區間長度較
短；而也評估利用這五個樞紐量在給定的顯著水
準下，對形狀參數做假設檢定，那一個樞紐量提
供的檢定統計量較為有效力。
Abstract
    In this paper, we discuss the lifetime of a 
product from the Weibull distribution.  We 
provide four pivotal quantities to test the shape 
parameter of the Weibull distribution, and 
establish confidence interval of the shape 
parameter.  This paper proposes a simple exact 
statistical test for the shape parameter of the 
Weibull  distribution, as well as an exact 
confidence interval for the same parameter.  
Necessary critical values of the test are given.  
Finally, we give some examples and the Monte 
Carlo simulation to assess the behaviors 
(including higher power and more shorter length 
of confidence interval) of five pivotal quantities 
for testing null hypotheses under given 
significance level and establishing confidence 
interval of the shape parameter under the 
confidence coefficient.
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二、緣由與目的
一般在工業生產中的可靠度或壽命試驗最
常被討論的壽命分配之一就是Weibull分配，例
如對一些製造元件或者是設備元件如真空管、電
絕緣體等建立一個壽命模式。而且Weibull分配
在生物醫學上也被廣泛的應用，像是在人類或實
驗用之動物體內腫瘤的發生時間。Gumbel(1958)
及 Bain 和 Antle(1967)針對 Weibull 分配的形狀
參數提出最小平方法的樞紐量，只是前者所取的
累積機率函數 F(x(i))之估計式為
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Johnson, Kotz和 Balakrishnan(1994)）。因為形狀
參數δ是決定Weibull分配形狀的一個很重要的
依據。所以在本文中，我們有興趣去探討Weibull
分配的形狀參數δ之假設檢定。因此，我們在最
後的數值例子中，也會模擬形狀參數為 0.5、1
和 3.60235的雙型Ⅱ設限樣本之數值例子做假設
檢定與區間估計。
  令 X1, X2,… , Xn為一組來自具有形狀參數和
尺度參數分別為δ與θ的Weibull分配之隨機樣
本，而 Xi的機率密度函數（pdf）與累積分配函
數（cdf）之型式分別為
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其中 xi > 0，i = 1,2,… ,n，而參數範圍為δ> 0與
θ> 0。其所對應的失敗率函數（failure rate 
function）為
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同樣地，xi > 0，i = 1,2,… ,n，而參數範圍為δ> 0
與θ> 0。當δ> 1時，h(x)是 x的遞增函數；當
δ= 1時，h(x) = ÷
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1 （為常數）；當δ< 1時，
h(x)是 x 的遞減函數；此外，當δ=1 和δ＝
3.60235，Weibull分配其實分別為指數分配和一
近似常態分配具有偏態係數為 0 和峰度係數為
2.72（也可看 Cohen（1991））。
  因此，若有另一組隨機樣本 Yi = 
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i = 1,2,… ,n，則 Xi = dq
1
iY ，i = 1,2,… ,n。所以對
(1.1)式做變數變換，則我們可得到 Yi之機率密度
函數將為
g(y) ( )yexp -= ,  y > 0
  即 Y i 將會是來自於標準的指數分配
（ standard exponential distribution）（亦即，
Weibull分配具有參數θ= 1和δ= 1）的隨機變
數。此外，因為 y(x) = (x/θ)δ是隨著 x遞增而嚴
格遞增的函數，所以，若令 y(i) =  (x(i)/θ)δ，則
Y(1) £ Y(2) £ … £ Y(n)將會是來自標準指數分配之隨
機樣本所對應的 n 個順序統計量，其中
X(1) £ X(2) £ … £ X(n)為來自 Weibull 分配具有形狀
參數和尺度參數θ和δ之隨機樣本（X1,X2,… ,Xn）
所對應的順序統計量。
在此，我們所考慮的樣本型態是雙型Ⅱ設限
樣本。因此，我們的樣本假設是，針對來自
Weibull 分配具有參數θ和δ的一組樣本大小為
n的隨機樣本，我們只能取得第 r + 1到第 n - s
個觀察值為 X(r+1),X(r+2),… ,X(n-s)。因此，對這組雙
型 Ⅱ 設 限 樣 本 可 做 Y(i) =
d
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r+1,r+2,… ,n-s 的變數變換，則可得到一組來自
標準指數分配的雙型Ⅱ設限樣本。在後續的推論
中，我們將利用其對應的順序 統 計量
Y(r+1),Y(r+2),… ,Y(n-s)來建立我們所提出的四樞紐
量。
  接著，我們利用順序統計量 Y(r+1),Y(r+2),… ,Y(n-s)
定義四個統計樞紐量形式如下
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其中 r ³ 0和 s ³ 0。我們可以證明(1.4)、(1.5)、(1.6)
及(1.7)的分配是和（δ,θ）並無相關。因此，
他們對δ分別可以提供一個樞紐量讓 Wα(i)(n,r,s)
表示 W(i) (δ;n,r,s)的分配之上α臨界值（upper
αcritical value），i = 1,2,3,4，則對任意 0 <α< 1
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ad aa -=<<- 1,,,,;,, 221 srnWsrnWsrnWP iii
這裏，i = 1,2,3,4。
  假設X(r+1) £ X(r+2) £ … £ X(n-s)如上面定義為來
自Weibull分配具有形狀參數和尺度參數分別為
θ和δ的一組大小為 n 的隨機樣本之雙型Ⅱ設
限樣本。而且讓W(i) (δ;n,r,s)和Wα(i)(n,r,s)如前定
義。則對假設檢定
H0:δ=δ0    vs.  Ha:δ≠δ0
的決策原則為
假如W(i) (δ;n,r,s)> Wα/2(i)(n,r,s)
或W(i) (δ;n,r,s)< W1-α/2(i)(n,r,s)，
則拒絕 H0:δ=δ0，i = 1,2,3,4。
  而 W(i) (δ ;n,r,s)的上百分位數（ upper 
percentile）和下百分位數（lower percentile）（也
可看 Johnson 和 Bhattacharyya(1996)）可以藉著
蒙地卡羅（Monte Carlo）模擬求得，i = 1,2,3,4。
其中形狀參數δ與樞紐量的分配無關，所以，我
們將樞紐量中未知的參數以δ= 1代入，在此我
們重覆的次數為 60 萬次，可以得到四個樞紐量
3的上α臨界值。
W(i) (δ;n,r,s) = t，i = 1,2,3,4
在δ> 0時，它們分別皆有一個δ的唯一解。因
此 ， 利用 上 面 定 義的 雙 型 Ⅱ 設限 樣 本
Y(r+1) £ Y(r+2) £ … £ Y(n-s)，則我們可以建立形狀參
數的δ的 1-α信賴區間（ (i)Lä , 
(i)
Uä ），其中分別
是方程式
W(i) ( (i)Lä ;n,r,s) ＝ W1-α/2
(i)(n,r,s)， (1.8)
和
W(i) ( (i)Uä ;n,r,s) ＝ Wα/2
(i)(n,r,s)，    (1.9)
中δ的唯一解，i = 1,2,3,4。
  在第二部份中，我們將提出的四個樞紐量與
最小平方法提出的樞紐量估計式做比較。首先，
我們先求出最小平方法的估計式形式如下
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  根據 Bain 和 Antle 在 1967 年發表的文章
中，我們可以知道形狀參數的估計式 11dˆ 的形式
便是將dˆ 估計式中的 X(i)用 Y(i) = 
d
q ÷
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æ (i)X ，i =  
r+1,r+2,… ,n-s 代入得到與參數無關的最小平方
法樞紐量，經由推導我們知道
W(0)(δ;n,r,s) =  ddd /ˆ1ˆ1 = ，       (1.11)
由 Bain和 Antle（1967）文中的定理 1可知
d
dˆ 與
11dˆ 有相同的標準Weibull分配（standard Weibull 
distribution）而且與參數無關。所以，我們將 11dˆ
當作Weibull分配形狀參數δ的樞紐量，對δ提
供一個樞紐量讓Wα(0)(n,r,s)表示W(0) (δ;n,r,s)的
分配之上α臨界值（upperαcritical value），則對
任意 0 <α< 1
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然後再根據模擬的步驟求得最小平方法樞紐量
的上α臨界值表。
接著，我們將所求得的上α臨界值表來進行
五個樞紐量的檢定力比較。同樣地，我們利用模
擬的方式來比較五個樞紐量的檢定力。
除了在δ值為 1.2、樣本數為 10和設限個數
為 r = 0、s = 0的情況下，最小平方法所提出的
樞紐量（(1.11)式）之檢定力高於其他四個方法
（(1.4)式至(1.7)式）的檢定力之外，其他的情
況皆是方法 1 至方法 4（(1.4)式至(1.7)式）的
檢定力高於最小平方法所提出的樞紐量（(1.11)
式）之檢定力，值得一提的是在樣本數為 40 的
時候，方法 1 至方法 4（(1.4)式至(1.7)式）的
檢定力都非常地接近 1，表示我們的方法在樣本
數愈大的時候，檢定統計量的有效性愈強。
進一步，我們再來比較這五個樞紐量的信賴
區間之平均區間長度。對任意 t > 1，我們也可以
證明下列方程式
W(i)(δ;n,r,s) = t  ,  i = 1,2,3,4
在δ> 0時，它們分別皆有一個的唯一解。因此，
利 用 上 面 定 義 的 雙 Ⅱ 設 限 樣 本
X(r+1) £ X(r+2) £ … £ X(n-s)，則我們可以建立形狀參
數δ的 1-α信賴區間為（ (i)Ld , 
(i)
Ud ），其中
(i)
Ld 和
(i)
Ud 分別是方程式
W(i) ( (i)Ld ;n,r,s) = W1-α/2
(i)(n,r,s)
和
W(i) ( (i)Ud ;n,r,s) = Wα/2
(i)(n,r,s)
中δ的唯一解，i = 1,2,3,4。且我們也可以建立最
小平方法所提出的樞紐量信賴區間為（ (i)Ld , 
(i)
Ud ），其中
(i)
Ld 和
(i)
Ud 分別是方程式
W(０) ( (0)Ud ;n,r,s) = W1-α/2
(０)(n,r,s)
和
W(０) ( (0)Ld ;n,r,s) = Wα/2
(０)(n,r,s)
中δ的唯一解。
當樣本數為 10 的時候無論是完整樣本
或者是有設限個數的樣本，方法 1（1.4式）
的信賴區間平均長度都比其他四個樞紐量
的信賴區間平均長度來的短；而在樣本數為
20和 40的時候，方法 2（1.5式）在完整樣
本的情形下，信賴區間平均長度都比其他四
個樞紐量的區間長度較短；當樣本數為 30
的時候，就完整樣本的情況而言，方法 3（1.6
式）的信賴區間之平均區間長度最短。而有
一個共同的現象是，當樣本數為 20,30和 40
且設限數個(r,s)為(1,1)和(2,2)的時候都是方
4法 3（1.6式）的信賴區間之平均區間長度最
短。總體而言，本文所提出的四個樞紐量所得
到的信賴區間之平均區間長度都比最小平方法
所建立信賴區間之平均區間長度來得短。
三、結果與討論
在前述的探討中，我們提出了針對配和
Weibull 分配在雙型Ⅱ設限樣本下的形狀參數
的統計檢定及信賴區間估計式。而從電腦模擬及
數值實例中，我們可歸納出下列結果：
對Weibull分配而言，本文所提出的檢定及
區間估計方法可適用於完整樣本及雙型Ⅱ設限
樣本的情況，同樣地，在小樣本時，因為設限而
減少訊息的緣故，我們的估計方法之有效性會降
低；就信賴區間之平均區間長度比較而言，在樣
本數為 10的時候，方法 1所建立的信賴區間之
平均區間長度都比其他估計方法來的短，但在其
他樣本數之下，皆以方法 3在有設限個數的情形
下所得到的信賴區間之平均區間長度為最短的。
四、計劃成果自評
就整體來講，就檢定力比較方面，我們的方
法提出檢定統計量與最小平方法提出的檢定統
計量的檢定力比較結果，得知我們所提出來的檢
定統計量有效性都比最小平方法的檢定統計量
高；而在其信賴區間之平均區間長度的比較方
面，我們的樞紐量所得到的信賴區間之平均區間
長度皆比最小平方法所提出的樞紐量來得短。
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